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Projekt 5: Total Variation fiir Farb-Bilder

Wir wollen uns im Folgenden mit den Eigenschaften der Totalen Variation sowie deren
Anwendung auf Farbbilder beschéftigen. Zur Erinnerung, fiir ein beschrénktes Lipschitzgebiet
Q c R? und u € L(,R) ist die Totale Variation definiert durch

TV (u) = sup {/Qudiv[go] dx ‘ @ € CC(QRY), [|¢]le < 1} , (1)

was aufgrund der Dualitét des Raums aller Radonmafie mit dieser Art von Dualpaarung
der Radon-Norm der distributionellen Ableitung von u entspricht. Insbesondere, gilt fiir u
hinreichend glatt (e.g. C'), dass TV(u) = [, |Vu| dz, verallgemeinert aber zu Funktionen deren
Ableitungen Mafle sind (um beispielsweise Spriinge zu beriicksichtigen). Zunéichst iiberzeugen
wir uns von einigen grundlegenden Eigenschaften dieser Funktion.

Aufgabe 1) Wir betrachten den etwas simpleren Fall d =1, Q = [0, 1]. Es sei u* € BV(Q) N
C(€) monoton wachsend mit Randwerten u*(0) =0, u*(1) = 1 (im Trace-Sinne). Zeigen Sie,

dass TV(u*) =1 und jedes v € BV(2) NC(Q2) dass nicht monoton wachsend ist und die selben
Randwerte besitzt, hat TV(v) > 1.

Das Nutzen einer solchen Funktion fiir uns liegt in der Anwendung als Strafterm fiir
Entrausch-Probleme.

Aufgabe 2) Es sei f € L'(Q) und wir betrachten das Problem

min u— fldx + ATV (u 2
Jmin [ =g (w) ©)
fiir ein A > 0. Zeigen Sie zunéchst, dass dieses Problem eine Losung besitzt. Zeigen Sie dariiber
hinaus, dass es ein Ag > 0 gibt, sodass fiir A\ > \g gilt, dass fiir ¢* Median, d.h.

e argmin/ lc — f|dx, (3)
ceR Q

u* = ¢*1 (konstante Funktion mit Wert ¢*) eine Losung von ist. Folgern Sie, dass im

Allgemeinen keine eindeutige Losung besitzt (Gegenbeispiel konstruieren).

Allgemeiner kénnte man dass Entrausch-Problem

min = fllyq) + XTV(W) 4
betrachten, welches fiir 1 < ¢ < % losbar ist.

Nun, da wir ein besseres Verstindnis fiir die Totale Variation haben, wollen wir betrachten,
wie man dieses fiir Farbbilder anwenden kann, d.h. u:  — R€, wobei ¢ die Anzahl der Kanéle
bezeichnet, und klassischerweise wiirde man ¢ = 3 fiir Blau-Griin-Rot Bilder betrachten.

Fiir u € L'(2,R¢) definieren wir die Totale Variation via

TV(u) = sup {/ u-divipldz | ¢ € CO(Q R, |[lplallec < 1} : ()
Q

wobei | - |4 eine Norm in R®*¢ bezeichnet, div: C°(Q, R*?) — C*(Q,R®) kanalweise zu
verstehen ist und - das punktweise [?(R¢) Skalarprodukt bezeichnet. Die Wahl der Norm
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| - |4 hat dabei gewissen Einfluss auf das resultierende Funktional. Klassische Wahlen wéren
TVuneor fiir |B|? = max;—i,. . Z?:l |Bij|2, TVgob mit der Frobeniusnorm und TVgpee mit der
Spektralnorm. Letztere ist besonders vielversprechend wegen ihrem Zusammenhang mit der
Nuklearnorm und deren Eigenschaft den Rang einer Matrix zu bestrafen (siehe Projekt 4),
aber auch numerisch am “schwierigsten”.

Aufgabe 3) Esseiu = (u1,...,uc)T € L*(Q,R). Zeigen Sie, dass TV yncor (1) = > 1 TV (w),
wéhrend es fiir beliebige Norm | - |4 Konstanten ¢1,co > 0 gibt, sodass

1Y TV(u) <TV(u) < e > TV(w), (6)

=1 =1

das heifit diese Totale Variation ist “topologisch” dquivalent zu der Summe der Variationen
der einzelnen Kanéle, wodurch praktisch alle Eigenschaften von BV(Q,R) auf BV(Q,R¢)
iibertragen werden.

Betrachten Sie die Funktionen &,7: [-1,1] - R

f(:c):{l z <0 . n(az)z{l m<0.()17 -

0 sonst 0 sonst

sowie die Funktionen u = (£,1 — ¢)T und v = (£,1 — 1) mit zwei Kaniilen. Skizzieren Sie u
und v und bestimmen sie TV yneor Sowie TVi,p, fiir diese.

Bemerkung. Da fiir TVyncor Additivitdt gilt, ist ming,er2(q ge) |lu— f”%Q(Q’RC) + AT Vincor(u)
dquivalent zur Lésung von fiir jeden individuellen Kanal (fiir ¢ = 2). Fir andere Normen
gilt dies micht, und dies kann genutzt werden, um die Rekonstruktion verschiedener Kandle zu
Koppeln, insbesondere ist es fiir die Frobeniusnorm (oder Spektralnorm) “ginstiger” Kanten
in verschiedenen Kandilen aneinander auszurichten, wodurch man mehr Information dber
die Position von Kanten erhdlt, was potentiell zu besserer Rekonstruktion von gemeinsamen
Kanten fiihrt.

Aufgabe 4) Folgern Sie, dass

. 2
UELIgl(lﬂn’Rc) Hu - f”LZ(Q,RC) + )\varob(u) (8)

eine eindeutige Losung besitzt falls d = 2.

Die Aufgaben 7.2 und 7.3 des 7. Ubungszettels zur Herleitung eines Losungsalgorithmus im
Diskreten lassen sich absolut analog fiir die multi-Kanal-Bilder nachrechnen, mit dem einzigen
Unterschied, dass man auf die passende Dualitit der Normen achten und die Projektion
entsprechend anpassen muss.

Aufgabe 5) Essei Q= {1,..., N}? (diskreter Bildraum) und wir wollen eine diskrete Version
von (|8) numerisch 16sen. Wir definieren den Projektionsoperator

Al—  falls |q] > A,
projy: R*? — R%  mit projy(q) = { lqlsron 4]
q

9)

sonst,
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und verstehen proj, (P) fiir P € 1?(Q, R¢*?) stillschweigend als punktweise Anwendung von
projx. Man kann zeigen, dass fiir beliebiges 7 > 0 die Optimalitdtsbedingungen von

dquivalent zu
P* = projy (P* + 7V n(divn[P*] + U)) (10)

ist, wobei V y und divy kanalweise angewendet werden. Daraus ldsst sich die Fixpunktiteration

P(] c RNXNXCXQ
Uns1 = divy[P,] + U° (11)
Py = proj)\(Pn + TVN(Un+1))

ableiten. Fiir 7 < % gilt divy[P,] + U® — U* mit U* Losung von . Implementieren Sie
diesen Losungsalgorithmus fiir und testen Sie ihn fiir Py = 0 und Uy gem&fB dem Bild |Link.
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