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Aufgabe 4.1) [Fouriertransformation mit kompakten Support]
Gegeben sei u € L?(R)\ {0}. Zeigen Sie, dass nicht gleichzeitig supp(u) und supp(#) beschrinkt
sein konnen.

Hinweis. Shannon-Whittaker Theorem und analytische Funktionen.

Bemerkung. Auf dem letzten Zettel sprachen wir davon, dass mit zunehmender Regularitit
die Fouriertransformierte schneller abklingt. Dieses Beispiel zeigt andererseits, dass tatsdchlich
nicht nur auf beschrdinkten Support gerechnet werden kann, was abermals bedeutet, dass
durch Reduktion von Berechnungen auf kompakte Bereiche (wie in der Prazis) zwangsweise
Information verloren geht.

Aufgabe 4.2) [Regulire temperierte Distributionen)]

Essei f € LlOC( ) — dies bezeichnet die Menge von Aquivalenzklassen messbarer Funktionen
die fast iiberall gleich sind und deren Einschrinkung auf eine beliebige kompakte Menge in L'
ist. Man kann mittels

Tr: C&F(R) = R, Ty(u) = /Ru(a:)f(x) dz (1)

eine Distribution definieren (man spricht von regulidren Distributionen, welche verhédltnisméBig
schone Eigenschaften besitzen).

a) Zeigen Sie, falls ein k € N existiert, sodass g(x) = f(z)/(1 + |z|?)* (global) integrierbar
ist, so folgt, dass T auch eine temperierte Distribution ist, und die Integraldarstellung
aus (1)) auch fir u € S(R) gilt.

b) Finden Sie ein Beispiel fiir f € L. (R) sodass T keine temperierte Distribution ist.

Hinweis. Achtung, Ty ist als Funktional auf CF (R) definiert. Um es als Funktional auf S(R)
zu verstehen muss man den Integral-Operator erweitern (CX(R) ist eine dichte Teilmenge von
S(R)), daher entspricht im Allgemeinen Ty in S(R) nicht der Integraldarstellung!

Bemerkung. Damit sind regqulire Distributionen die nicht zu schnell ansteigende Integrale
besitzen tatsichlich temperierte Distributionen (und eignen sich folglich fiir die Fouriertrans-
formation).

Aufgabe 4.3) [Diskrete und schnelle Fouriertransformation]
Fir Ne Nund U,V e CN, U = (Up,...,Un—1) ist die diskrete Fouriertransformation und
deren “Inverse” gegeben durch

F:CcN N Fl.cNVN sV (2)
N-1 N-1

. 1 -kl
FU) = — S Upe 2min F W)= — S Ve, 3
(FU), = \F ; k ( )k N ; 2 (3)

a) Zeigen Sie, dass fiir die periodische Faltung U * V von U,V € CV mit
N-—1
UxVecCN U V)= UVj—jmoany fir k€ {0,....N -1} (4)
l=o0
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der Faltungssatz mit komponentenweiser Multiplikation F(U V') = /N (FU)(FV) gilt.
b) Zeigen Sie fiir N gerade und [ = 0,..., N/2 — 1 die Identitéiten

Nj2-1
1 —2mi—eL
(FU)ar = —— > (Uk+ Upgnpp)e V2, (5)
VN S
1 N2t ki
i L —omi-kL
(FOr = D2 27N (Un = Upgpa)e V72, (6)
k=0

c) Es sei N = 2" fiir n € N. Leiten Sie aus und (6)) eine Formel zur Berechnung der
Fouriertransformation eines Vektors der Lange N mittels zwei Fouriertransformationen
der Lénge N/2 ab. Folgern Sie daraus eine rekursive Berechnungsmethode und zeigen
Sie, dass diese die diskrete Fouriertransformation und die periodische Faltung der Lénge
N in O(N log(N)) elementaren Rechenschritten bewéltigen kann (man spricht von Fast
Fourier Transform).

Bemerkung. Wie das Beispiel zeigt, tbertragen sich viele Eigenschaften der klassischen
Fouriertransformation auch auf die diskrete Fouriertransformation. Insbesondere lisst sich
die schnelle Fouriertransformation in zahlreichen numerischen Methoden anwenden um den
Rechenaufwand massiv zu reduzieren.

Programmier-Aufgabe 4.4) [Segmentierte Faltung]
Essei M = 2" fireinn € Nund N = KM fir ein K € N. Es sei U € CN und V € CM,
wobei wir den Vektoren U = (Uy, ...,Un—1) mit der diskreten Funktion (u;);cz mit u; = U;
fir j € {0,..., N — 1}, und u; = 0 sonst identifizieren (analog fiir v und V).

Wir wollen ein Programm schreiben, welches diskrete Faltung (Achtung, nicht die periodi-
sche Faltung!) u*v berechnet, und die relevanten Werte wieder in einen Vektor UV € CN+M—1
speichert. Dies soll in O(N log(M)) wie folgt berechnet werden:

e Der Vektor U wird in K Segmente der Linge M zerlegt, d.h. U = ((70, ce (7K_1) mit
U, €eCMfir k=0,...,K — 1.

e Jedes Segment ﬁk wird geeignet mittels schneller Fouriertransformation mit V' gefaltet.
e Die Segmente ﬁk x V werden geeignet zu U * V zusammengesetzt.
a) Begriinden Sie mathematisch ihre Herangehensweise und die resultierende Komplexitét.

b) Implementieren Sie eine entsprechende Matlab-Funktionen und testen Sie diese wie folgt:
fir N = 640, M = 128 sowie o = 10 definiere

U=sin([0:N-1]*pi/100)+randn(1,N)*0.1
V=1/(sqrt (2*pi)*sigma)*exp(-([0:M]-(M-1)/2) .72/ (2*sigma~2))

Hinweis. Sie dirfen die in Matlab definierte Funktion fft” zur Berechnung der schnellen
Fouriertransformation nutzen.
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Abbildung 1: Links U, rechts durch Faltung gegléttetes U x V.
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