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Motivation: Ein einfacher Typ von Differentialgleichungen fiir Funktionen y: [0,7) — R
fiir ein T > 0 sind ”separable” Differentialgleichungen, die von dem Typ

y'(t) = f)g(y(t) (1)

sind, wobei f, g: R — R stetige Funktionen sind. Man beachte, dass die explizite Abhingigkeit
von y auch oft nicht dazugeschrieben wird, also 3y’ = f(¢)g(y), dies ist aber nur eine Frage
der Notation. Diese Differentialgleichungen lassen sich ”leicht” durch Trennung der Variablen
16sen, welches wir im Folgenden exemplarisch an der Gleichung y/(t) = y(t) betrachten, aber
auf analoge Weise auf andere separable Differentialgleichung anwendbar ist. Zunéchst formt
man die Gleichung zu % = f(t) um, also erhilt man im Beispiel % = 1. Dies ist natiirlich
nur moglich, wenn man annimmt, dass g(y(¢)) # 0 oder in unserem konkreten Fall y(¢) # 0.
Man integriert beide Seiten und substituiert y = y(t) mit dy = y/(¢) d¢, fiir das Beispiel erhiilt

man /1dt= / yy/((f)) dt — /;’dy.

Nun muss man diese Integral berechnen, und anschliefend y(¢) = y riicksubstituieren, fiir
unser Bespiel also ¢+ ¢; = In(|y|) +c2 = In(|y(¢)|) + c2. Wenn die resultierende Gleichung nach
y(t) aufgelost werden kann, erhélt man die explizite Losung. In unserem Beispiel lisst sich die
Gleichung leicht auf y umformen und so erhélt man y(t) = sign(y(t))etH(c1=¢2) = ett(c—c2)
(da sich das sign(y(t)) nicht schlagartig dndert sonder konstant sein sollte). Dies gibt uns
eine Menge von Losungen (”allgemeine Losung”) die von den Integrationskonstanten c;
und ¢y abhéngen (in Wirklichkeit immer nur von ¢ = ¢; — ¢2). Oft sind aber zusétzliche
Anfangsbedingungen y(0) = yo gegeben, und man muss die passende Konstante ¢ finden
um y(t) endgiiltig zu bestimmen. Im Beispiel gilt y(0) = sign(y(0))e’T1=¢2 = yq fiir den
Anfangswert yo und es folgt sign(yp)e =2 = yo und folglich y(t) = yoel.

Aufgabe 3.1) [Trennung der Variablen]
Bestimmen Sie mittels Trennung der Variablen die Lésungen y: [0,7') — R (insbesondere auch
T') der folgenden Differentialgleichungen fiir ¢t > 0 in Abhéngigkeit von y(0) = yo € R.

a) y = Asin(t)y fiir eine Konstante A € R und yo # 0,
b) o = y*Vt mit yo # 0,
c) y = eVt

d) v' = y(1 — y). Der Einfachheit halber nehmen wir zusétzlich y(t) € (0,1) fiir alle ¢ > 0
an. (Hinweis: Partialbruchzerlegung zur Losung des Integrals).

Hinweis. Achten Sie darauf, dass Trennung der Variablen nur zuldssig ist wenn g(y(t)) # 0
(da man sonst durch Null dividiert) und selbst wenn dies gilt, existiert die Ldsung unter
Umstinden nicht unendlich lange, sondern nur bis zu einem Zeitpunkt T > 0. Diesen Zeitpunkt
weif§ man aber nicht im Vorhinein, daher lost man zundchst y(t), und dberprift dann, ob y(t)
an irgendeiner Stelle undefiniert wird (also beispielsweise Division durch Null oder Logarithmus
nicht-positiver Zahl). Die erste solche Stelle entspricht T, mit T = oo falls keine solche Stelle
existiert. Wire beispielsweise die errechnete Losung y = 12%;
fiir y = yoet ist.

so istT = %, wdahrend T = oo
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Aufgabe 3.2) [Bakterienwachstum]

Es bezeichne N(t) die Konzentration eines Bakteriums in einer Petrischale zum Zeitpunkt
t >0 fir N: [0,7) — R. Das Wachstum einer solchen Konzentration wird héufig via einer
”logistischen Differentialgleichung”

N'(t) :/<a<1—N(t)> N(t) — H := G(N(t)) mit N(0) = Ny (2)
Nmax
modelliert, wobei Ny € (0, Npax) die Konzentration zum Anfangszeitpunkt, x > 0 die (kon-
stante) Wachstumsrate, Npax > 0 die (konstante) Kapazitdt, und H > 0 die (konstante)
Ernterate bezeichnen. (N nimmt die Rolle ein die bisher der Variablennamen y hatte.) Die-
ses Modell fithrt zu exponentiellem Wachstum mit Rate k fiir kleines N, mit zunehmender
Konzentration verlangsamt sich das Wachstum aber, da man an die Kapazititsgrenze (bspw.
zur Verfiigung stehende N#hrstoffe) stofit, und die Konzentration iiberschreitet nicht diese
Kapazitit. Die Ernterate H symbolisiert das stetige Entfernen von Bakterien (etwa Entnahme

zur Untersuchung).

a) Betrachten Sie die Transformation ¢ = #,.¢t und N= NyetIN fiirA Konstanten t,ef, Nyt € R.
Bestimmen Sie anhand von die Differentialgleichung die N () erfiillt, also

dN . o
7 (t) = F(N(t)) (3)

fiir eine zu bestimmende Funktion (rechte Seite) F'. (Hinweis: Kettenregel)

b) Es sei H = 0. Bestimmen Sie anhand von a) die Konstanten ¢.. und N.ef sodass die
Differentialgleichung mit der Differentialgleichung aus Aufgabe 2.1 d) iibereinstimmt,
und folgern Sie die Losung von mit H = 0.

c) Bestimmen Sie, fiir welche Werte von N gilt G(N) < 0, G(IN) > 0 beziehungsweise

G(N) = 0 gilt. Folgern Sie den Grenzwert lim;_,-, N(¢) in Abhéngigkeit von den
Parametern Ny, H, K, Nyax-
Hinweis: Sie kénnen verwenden dass, wenn N’ = G(N) mit stetig differenzierbarem G
und G(Ny) > 0 so ist G(N(t)) > 0 fiir alle ¢ und folglich N (¢) monoton wachsend. Der
Grenzwert solcher Funktion kann nur N mit G(N) = 0 oder N = oo sein. Analog fiir
G(No) < 0 und fallend, und im Fall G(Ng) = 0 bleibt N(t) = Ny konstant.

Abbildung 1: Entwicklung der Bakterienkonzentration ohne Ernte, in blau fiir logistisches
Wachstum und in rot zum Vergleich fiir exponentielles Wachstum. Man sieht anfangs sehr
dhnliches Verhalten, aber logistisches Wachstum flacht ab und konvergiert gegen die Kapazitét.
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